Khéam pha Maple 11. D6 Cao Long. THPT Nam Déng

GIG1 HAN CUA HAM SO
NGUYEN HAM VA TICH PHAN

I. Gi6i han ciia ham s6
Trong Maple, c6 hai lénh dé tinh va hién thi ki hiéu giGi han.
Dung lénh > Limit (ham s6, x = X, , left/right (trai/phai)); dé hién thi biéu thic gigi han
(bén tréi/ phai) cuia ham sb tai x=xo. {Chit L trong tir khda Limit 1a chit in hoa)
Dung lénh > limit(ham s6, x = xo, left/right (trai/phai)); dé hién thi (tinh) gié tri cua gioi
han (bén trai/ phai) ciia ham sé tai x=xo. {Chix L trong tir khéa limit 1a chit thuong).

Jx-1-1

Vidu 1: Tinh gigi han lim ———

=21 431—x

Pé hién thi ngay két qua chiing ta nhap vao Maple dong lénh nhu sau:
> Limit((1-sqrt(x-1))/(1+surd((1-x),3)),x=2):
3

2

(Trong Maple, cin bac n cua s6 a duoc khai béo boi tir khda > surd(a,n); )
Néu dua vao giang day, ching ta can cho hién thi biéu thirc gigi han. Dau tién ching ta nhap
vao Maple Iénh sau:
> Limit((1-sqrt(x-1))/(1+surd((1-x),3)),x=2);

l 1-/x-1

XI_)”; 1+surd(1-x, 3)

Pé hién thi két qua cua gigi han trén chlng ta chi can ding ham >value(%); trén dong
lénh lién ké sau do:
>value(%);

3

2

Luu V: Néu chi tinh gioi han cua ham sb tai mot diém nao d6 thi ta khong can khai bao thém
thong s left hoic right.

Vi du 2: Tim gigi han bén trai va gioi han bén trai va gigi han bén phai cua ham sb
ol

y=———taix=1.
X +3-2

Dé d& quan sat, dau tién chng ta nhap biéu thic cua ham sé vao Maple:
>y:=abs(x-1)/(sqrt((x"2+3))-2);
X=1]

a X243 -2

Dé hién thi biéu thirc gigi han bén trai caa ham sb trén tai x = 1 ta ding Iénh nhu sau:
>Limit(y,x=1,left);
: Ix—1|
lim
x>l L [x2+3 -2
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Gia tri cua gidi han bén trai :
>value(%);
-2

Dé hién thi biéu thirc gigi han bén phai ciia ham s6 trén tai x = 1 ta dung lénh nhu sau:
>Limit(y,x=1,right);
lim
x> L x?4+3 -2
Gia tri cua gidi han bén phai :
>value(%);

Tir hai két qua trén chdng ta két luan ham sé d& cho khéng c6 gidi han tai x=1. [

Néu ching ta nhap vao dong lénh dé tim gigi han ham s6 trén tai x=1 thi Maple sé& thong
bao hay cho ra két qua nhu sau:

>Limit(y,x=1);

>value(%);
undefined

Két qua Maple théng bao 1a “undefined” cho biét ham sé da cho khong c6 gidi han tai x=1.

Vi du 3: Tinh cac giéi han lim (x—\/xz +x+1).

X—>to0
Pé dé dang thao tac trén nhiéu dong lénh, dau tién ching ta nhap biéu thic cua ham sé vao
Maple:
>y I=X-sqre(x"2+x+1);

yi=X—/X2+x+1

Biéu thuc gigi han cua ham sé khi x — —oo:
>Limit(y,x=-infinity);
lim x—/x*+x+1
X — (—)
Gia tri cua gidi han trén:
>value(%);

—00

Biéu thuc gigi han cua ham sé khi x — +oo va gid tri cua gidi han:

>Limit(y,x=+infinity);
lim x—ex+1

X—> 0

>value(%);
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& Pé y: Khi x — 400 thi Maple van cho hién thi 1a x — oo, khac vai khi x — —0.

Vidu 4: Tim gidi han: lim l.
x>0 Xx

Dung Maple dé tinh gigi han trén ta duoc két qua:
>HTimit(1/x,x=0);
undefined

Nhung néu tinh c4c gigi han lim Lva tim L thikét qua s& thé nao ?
x—0" X x—0" X

Ching ta dung hai thu tuc sau (tinh giGi han phai/trai caa ham sé “ham” tai x=x0) dé dé&
quan sat va hién thi gon gang hon:
> ghtrai :=proc(ham, x0)
print(Limit(ham,x=x0, left)=1imit(ham,x=x0, left))end proc:
> ghphai :=proc(ham, x0)
print(Limit(ham,x=x0, right)=limit(ham,x=x0,right))end proc:
Dung tha tuc >ghtrai(ham,x0) ; ta tinh gigi han trai cua ham sé tai x=0:
>ghtrai(1/x,0);

lim 1 = —©

x—0- X
Dung tha tuc >ghphai(ham,x0) ; ta tinh giGi han phai cua ham s tai x=0:
> ghphai (1/x,0);

. . N . A Liae X . N S
Nhu vay chung ta thay, Maple d& giup cho ching ta phan biét rd hon rang: lim — khéng

x>0 X
. . N . 1 Y N N N N s A X
xac dinh, nhung lim L 400 va lim —=—o0. Diéu nay hoan toan phu hop véi yéu cau
x—0" X x—>0" X

d6i méi va noi dung caa chuong trinh SGK phé théng hién nay.

AV . o1 : . N .
Cha y: Trén tap so thuc thi lim — khong xac dinh, nhung trén tap so phac thi Maple sé

x—>0Xx
thdng bao vai két qua khac:
>Limit(1/x,x=0,complex)=1imit(1/x,x=0,complex);
lim —=w0-wl
x— 0,complex X

Két qua Maple hién thi 1a «o— ool (biéu dién dudi dang sé phuc).
Mgt diéu can heu ¥ 1a néu trong hai lénh trén ching ta khdng khai bao théng sé “complex”
thi Maple sé mdc dinh tinh gidgi han trén tdp sé thuc.

Vi du 5: Gigi han cua ham sé cho bai nhiéu cong thirc
x> —2x+3 v6i x<2,

Chohamsé f (x)=
4x -3 voil X > 2.
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Tim lim f(x), lim f(x) va lim f(x) (néuco). {Bai tap 33/tr159_SGK DS11 NC)

x—2" X—2~ X—2

Pau tién chang ta nhap cong thic caa ham s6 vao Maple:
> f:=piecewise(X<=2,x"2-2*x+3,x>2,4*x-3);
f::{x2—2x+3 X< 2
4x-3 2 <X

Gigi han bén phai cia ham sé tai x=2:
>1Timit(f,x=2,right);

5
Gi6i han bén trai caa ham sb tai x=2:
> Limit(F,x=2, left);
3
Gidi han cia ham sé tai x=2:
> Limit(F,x=2);
undefined

Ham s6 khéng c6 gioi han tai x=2.
Diéu nay dé dang nhan thay vi lim f(x)=5#3= lim f(x) .

x—2* X—2~
Qua day ching ta nhan thdy Maple c6 thé tinh dwoc gigi han cia nhitng ham sé cho boi
nhiéu cong thuc.
Maple ciling cho phép chung ta thuc hién dugc cac phép toan trén gigi han (khi st dung goi
Iénh with(student)).
Vi du 6: Hay khao sat cac dong Iénh sau:
> with(student):
> Li=Limit(xX"3-2*x"2+5/%x,x=3/2);

L= lim (x3 —2x2 + i)

3 x

x— =

> L:=expand(L);

L:==( lim x]3 -2 [ lim x]2-+ -
3 3 lim x
=3 =3 3

> value(%);

53
24

Nhu vay, Maple c6 thé phan tich giéi han cia mét tong thanh tong cua cac gigi han thanh
phan. Va diéu nguoc lai Maple ciing thuc hién duoc.

Chung ta hdy xem cac dong lénh sau:

> L1z=Limit((x+1)/(x*2-1) ,x=0)+Limi t((sqrt(x+1)-1)/(x 2-
3*x+2),x=0);

x—0 x—0 2

xT—1 x*—3x+2

LI :=lim [ X1 J—i— lim (—“x-l-l—lj
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> L1:=combine(Ll);
LI :=1lim x+1 + A

x=0 |y — 1 ¥ —3x+2

> value(%);
-1
Dé két hop tong cac gisi han ching ta ding ham combine .
Ngoai ra con c6 thé dung géi Iénh “with(Student:-Calculus1):” dé thyuc hién cac phép toan
khi tinh gigi han mot ham sé.
e Quy tdc dwa hang sé ra khéi ddu gidi han trong phép nhan.
Cu phap: > Rule[ c**](Limit(k*f(x),x=a));
Vi du:
> restart;

> with(Student:-Calculusl):

> Rule[ c* J(Limit(sgrt(2)*sin(7*x), x=Pi/2));
lil}] (ﬁsin(7x)):\/? lil}'l sin(7 x)

2 2
> value(%);
lim (V2 sin(7x)) = -2

X T

2
e Quy tdc déi bién.
Cu phap: > Rule[change, u=g(X)](Limit(k*f(x),x=a));
Vi du: Khi tinh gi¢i han lim x.sin< chung ta doi bién u 1
X—>+00 X X
Maple s& bién doi nhu sau:
> Rule[change, u=1/x](Limit(x*sin(1/x), x=+infinity));

: (1 L sin(u)
lim | x sin| — = |im S
xX— X u—0"T u

I1. Nguyén ham va tich phan xac dinh.
1. Nguyén ham ciia ham sé: [ f (x)dx.

CU phép: > Int( f(x),x ); (Dé hién biéu thizc nguyén ham)
> int( f(x), X); (Dé cho két qua)
Vi du:

Pé hién thi biéu thic J‘(x2 — 2x+1jdx ching ta ding lénh thi nhat:
X
> Int(X"2-2*x+1/%X,X);

(xz—Zx—l—i)dx
. X

Pé hién thi két qua chiing ta dung Iénh tht hai (chir i dau trong tir khod int 1a chit thudng):
> Int(xX"N2-2*x+1/%x,X);
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% P In(x)

Néu mudn hién thi ca hai, ching ta cé thé két hop hai lénh trén nhu sau:
> restart;
> Int(XN2-2*x+1/X,xX)=1Int(X"2-2*x+1/x,X)+C;
sz—Zx—l- i)d.x=%x3 —xz—l-ln(x) + C

X
O day chung ta cong thém hang s6 C dé két qua truc quan va chinh xac hon !
e Mot diéu can luu y rang: f(x) co thé 1a mot ham sé, ciing c6 thé 1a mot bicu thic chira
bién.
Chang han, khi nhap vao Maple:
> Fr=sqrt(x)-3*x"2+In(x);

f=Jyx — 3x2 + In(x)
Thi Maple hiéu d6 1a mot biéu thtic, va cé thé tim nguyén ham cua biéu thie f nhu sau:
> Int(f,x)=int(f,x)+C;

[(\/7—3x2—|—ln(x))dx=%x3/2—x3+xln(x) —x+C

Nhung néu nhap dudi dang ham sé:
> Fr=x->sqrt(x)-3*x"2+In(x);

f=x—Jx — 3x% + In(x)
> Int(f,x)=int(f,x)+C;

[fdx —fx+C
Nhu vay, khi f 1a ham sb, néu trong cau lénh ching ta chi dung tén ham sé “f” thi Maple
khong cho ra két qua cu thé, doi lac sai !
Chung ta phai nhap “f(x)” thay cho “f”, khi d6 Maple mai hiéu :
> Int(F(X),xX)=int(F(x),x)+C;
[(\/?— 32+ 1n(x))dx=%x3/2—x3 +xIn(x) —x+C
D6 chinh 1a diéu can luu y khi st dung Maple !

b
2. Tich phn xdc dinh cia ham s f trén dogn [a; b] : [ (x)dx.
a

CU phép: > Int( f(x),x=a..b ); (Dé hién biéu thuc tich phan)
> int( f(x), x=a..b); (Dé cho két qua)

Trong d6 f(x) 1a mdt biéu thirc hoic 1a mot ham sé bién sé x .

Vi du: (SGK DS&GT 12)

> Int(L/(xX*(x+1)) ,x=1/2. . 2)=int(1L/(x*(x+1)) ,x=1/2..2);
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2
1

| x(x+1)

2
C6 thé dung thu tuc sau cho gon khi mudn hién thi ca hai lénh trén:
> tp:=proc(f,a,b)
print(Int(f,x=a..b)=int(f,x=a..b))
end proc:
Pé str dung thu tuc ndy chdng ta chi can nhap >tp(f,a,b); thi s& cho két qua tich phan cua
biéu thuc f trén doan [a; b] .

dx =1n(2)

In2 _2x+1

Vi du: Sau khi da thiét 1ap thu tuc trén ching ta tinh tich phan |
e
0

dx nhu sau:

> F:=(enN(2*x+1)+1)/e"x;

> tp(F,0,In(2));
In(2)

2314 e e ] — e @) n2) +1
& In(e)

Yo
Mot diéu can luu y, néu f 12 ham sé thi Iénh tinh gia tri caa tich phan cua ham f trén doan
[a; b] c6 thé ngan gon hon la > int(F, a..b); khong khai béo bién x, chi khai béo
“f” thay vi “f(x)".
Vi du:
> Fi= x -> x"2*(1-x)"5
Warning, inserted missing semicolon at end of statement

f?zx—+x2(l —-x)5
Ching ta nhap f & dang ham sé
> Int(F(x),x=0..1)=int(f,0..1);

.1 5 s |

Jox (1 —x) dx=1—68
Nhung mudn hién thi biéu thic tich phan (khi f 1a ham sé) ching ta phai khai bao day du
>Int(f(x), x=a..b); .Chingtahdy xem cau Iénh trén !
Con néu nhap lénh khong dang, Maple s& cho két qua :
> Int(f,0..1);

Int(£,0..1)

& GOai lIénh “with(IntegrationTools)” véi tich phan.
1. Tinh tich phan bang phwong phap d6i bién sé
Cu phap > Change(V, x=g(u));
Trong d6 V 1a biéu thirc tich phan ciia mot ham s xac dinh trudc.
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1
Vidu: Tinh [V1-x?dx (Huéng dan: dat x =sinu)
0

{Bai tap, SGK bS-GT 12}

Chung ta sir dung Maple dé thuc hién cac budc tinh tich phan trén, nhu sau:
Pau tién, ching ta nhap biéu thic tich phan d4 cho:

> with(IntegrationTools):

> Vi=Int(sqrt(1-x72),x=0..1);

.1
vy J1-27 @
),

Doi bién theo hudng dan, chung ta duoc két qua:
> V:=Change(V,x=sin(u));
1
2"
V:ZJ cos(u)2 du
‘0
Tiép theo ching ta cé thé dung Iénh “subs” dé khai trién biéu thic dudi dau tich phan:
> V:=subs(cos(u)"2=(1+cos(2*u))/2,V1);
1
2"
1

V= — 4+ L cos(2u) | du
| [Zrzemes)

Dén déy, viéc tinh tich phan trén khéng con phuc tap nia.
Pé hién thi két qua chdng ta dung lénh:
> V:=value(V);

1
-
14 7"



